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Capitolo 1

Dalla termodinamica alla fisica
quantistica

1.1 Radiazione Termica e Corpo Nero

I nostri occhi sono in grado di vedere gli oggetti che ci circondano grazie alle luce
che questi riflettono. A temperature sufficientemente elevate, tuttavia, i corpi di-
ventano di per sé luminosi. Pensiamo ad esempio ai filamenti incandescenti di una
lampadina.
E’ curioso il fatto che la fisica dei quanti che domina la nostra visione moderna del
mondo che ci circonda si sviluppò proprio dagli studi termodinamici delle radiazioni
emesse dai corpi caldi.
Tutti i corpi, anche quelli freddi, emettono una radiazione termica, anche se non
visibile perché non appartiene allo spettro dei colori.
Se un corpo è più caldo dell’ambiente che lo circonda emette più radiazioni di quelle
che può assorbire, quindi si raffredda. Se invece è più freddo assorbe più radiazioni
di quelle che emette e quindi si scalda.
Osservando sperimentalmente la radiazione di un corpo solido caldo scopriamo che
quanto più alta è la temperatura, tanto più abbondante è la radiazione termica emes-
sa. Infatti un corpo prima appare debolmente illuminato, e poi sempre più brillante
al crescere della temperatura.
Sempre sperimentalmente notiamo che la temperatura non è l’unica variabile a
determinare l’intensità di radiazione emessa da un corpo. Ad esempio il tungste-
no emette radiazioni con intensità più elevata rispetto al molibdeno a parità di
temperatura, o ancora l’intensità aumenta leggermente con superfici ruvide.
Per poter indagare più in profondità e trattare il problema della radiazione è quin-
di necessario introdurre un corpo irraggiante ideale per il quale lo spettro della
radiazione termica dipenda solo dalla temperatura.
Possiamo crare un corpo simile ricavando una cavità all’interno di un corpo le cui
pareti siano mantenute a tempertatura uniforme. Basta poi praticare un piccolo foro
in una parete in modo che la radiazione all’interno dellla cavità possa fuoriuscire ed
essere esaminata. Questa radiazione prende il nome radiazione di cavità o radiazione
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1.2. IRRAGGIAMENTO SPETTRALE

di corpo nero, perchè un corpo nero ideale ( un corpo che assorbe tutte le radiazioni
che incidono su di esso ) emetterebbe lo stesso tipo di radiazione.

1.2 Irraggiamento spettrale

L’irraggimento spettrale R(λ) descrive in che modo, a una temperatura fissata, la
potenza irradiata dal corpo nero si distribuisce tra le diverse lunghezze d’onda.
Il valore di R(λ) corrispondente a una data lunghezza d’onda λ è la potenza che fuo-
riesce dal foro, sotto forma di onde elettromagnetiche con lunghezza d’onda com-
presa in un introno di λ, diviso per l’area del foro del corpo nero ideale A e per
l’ampiezza dell’intorno. E’ quindi una funzione di distribuzione statistica.

Figura 1.1: Radiazione emessa da un corpo nero a diverse temperature.
Si noti che, al crescere della temperatura la lunghezza d’onda corrispondente al massimo
della curva si sposta verso valori più bassi.

1.3 Catastrofe ultravioletta

Per studiare l’emissione di radiazioni delle pareti del corpo nero si è partiti dal-
le equazioni di Maxwell. Come risultato si erano ottenuti degli spettri che invece
di scendere a zero per piccole lunghezze d’onda crescono indefinitamente. Si trat-
ta della legge di Rayleigh-Jeans. Questa legge, come mostra la figura 2 è in netta
contraddizione con i valori sperimentali.
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1.4. I QUANTI DI PLANCK

Figura 1.2: Discrepanza tra valori sperimentali e previsione teorica

Ma c’è un’altra difficoltà: l’area della superficie compresa tra l’asse delle ascisse e la
distribuzione spettrale R(λ) fornisce l’irraggiamento totale.

I(T ) =

∫ ∞
0

R(λ)dλ

La curva ottenuta sperimentalmente delimita una superficie finita, quindi non crea
problemi. La legge di Rayleigh-Jeans non delimita una zona finita di piano, quindi
in base a questa legge l’irraggiamento totale del corpo nero dovrebbe assumere un
valore infinito.
Questo significa che il corpo nero emette un energia infinita; Evidente contraddi-
zione del principio di conservazione dell’energia. Questa palese dicrepanza tra dati
sperimentali e teoria colp̀ı talmente i fisici che fu definita catastrofe ultravioletta.

1.4 I Quanti di Planck

Il problema del corpo nero, già affrontato da numerosi fisici in precedenza, fu
parzialmente risolto da Max Planck nell’ottobre del 1900.
Fino ad allora si era supposto che gli atomi delle cavità interne del corpo nero scam-
biassero energia in modo continuo. Planck invece introdusse brillantemente una
nuova ipotesi che permettesse di spiegare il fenomeno del corpo nero.
Gli scambi energetici tra gli atomi delle cavità interne e le radiazioni elettromagneti-
che avvengono attraverso passaggi di pacchetti di energia, o come li chiamò lo stesso
Planck, quanti.
Secondo lo scienziato tedesco l’energia E scambiata tra atomi delle pareti è diretta-
mente proporzionale alla frequenza ν dell’onda elettromagnetica assorbita o emessa
secondo la formula:

E = nhν
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1.4. I QUANTI DI PLANCK

con h un valore costante e n è un intero positivo.
Il valore h è detto Costante di Planck e il suo valore è circa

h = 6.626 07× 10−34 J s

Per comprendere la teoria di Planck si può supporre che gli atomi del corpo nero si
comportino come minuscoli oscillatori. In particolare che si comportino come una
corda fissata ai due estremi e in vibrazione.

Figura 1.3: Moto di un onda stazionaria
Si noti che alcuni punti sono sempre fermi, questi sono detti nodi.

Una corda che si muove di moto stazionario non può oscillare a qualsiasi frequenza
si voglia, ma può vibrare solo a determinate frequenze. Allo stesso modo gli atomi
del corpo nero possono oscillare a determinate frequenze che sono discrete e fisse.
Un’onda elettromagnetica cede quindi la sua energia agli atomi di corpo nero, ma
questi non sono in grado di oscillare a qualsiasi frequenza si voglia. Con que-
sta ipotesi è possibile trovare un ottimo accordo tra la teoria modificata e i valori
sperimentali.
La nuova previsione dell’irraggiamento di corpo nero di Planck tenendo conto dei
quanti è la seguente:

R(λ, T ) =
2πc2h

λ5
1

ehc/λkT − 1

Nonostante il successo del suo procedimento, egli credette per lungo tempo che la
sua teoria fosse solo una sorta di strumento matematico, che non trovava ragion
d’essere nei reali scambi di energia tra materia e radiazione. Egli non sospettava
affatto che la meccanica classica e l’elettrodinamica potessero fallire. Si dice spesso
che Planck abbia passato il resto della sua vita nel tentativo di rimuovere l’ipotesi
della quantizzazione degli scambi energetici.
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Capitolo 2

Analisi dell’irraggiamento spettrale

2.1 Massimi, minimi e legge di Wien

Come abbiamo visto nella figura 1.2 lo spettro di corpo nero ha dei picchi che sono
più o meno alti in funzione della temperatura.
Iniziamo con il definire matematicamente questi punti, che sono detti massimi.

Definizione 1. Data una funzione y = f(x), definita in un intervallo [a; b], il punto
x0 si dice massimo relativo se esiste un intorno Ix0 di x0 tale che f(x0) è maggiore o
uguale al valore della funzione per ogni x dell’intorno Ix0. In simboli:

f(x0) ≥ f(x) ∀x ∈ Ix0

Figura 2.1: Esempio di punti di massimi e minimi relativi e assoluti

In maniera analoga al massimo relativo possiamo definire il minimo relativo.

Definizione 2. Data una funzione y = f(x), definita in un intervallo [a; b], il punto x0
si dice minimo relativo se esiste un intorno Ix0 di x0 tale che f(x0) è minore o uguale
al valore della funzione per ogni x dell’intorno Ix0. In simboli:

f(x0) ≤ f(x) ∀x ∈ Ix0
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2.2. INTEGRALI IMPROPRI E LEGGE DI STEFAN-BOLTZMANN

Massimi e minimi si dicono relativi perche sono in relazione all’intorno in cui sono
definiti. I massimi e minimi assoluti invece sono i punti massimi e minimi che la
funzione può assumere nell’intervallo in cui è definita.

Definizione 3. Data una funzione y = f(x), definita in un intervallo [a; b] si dice
massimo (o minimo) assoluto della funzione il valore massimo (o minimo) tra i
massimi (o minimi) relativi e i valori che la funzione assume agli estremi dell’intervallo.

Nel caso dell’irraggiamento R(λ, T ) esiste un solo punto di massimo relativo che
quindi corrisponde al punto di massimo assoluto. Questo punto dipende esculiva-
mente dalla temperatura del corpo nero. In particolare questi punti di massimo
seguono una legge empirica nota come legge dello spostamento di Wien.

λmax = b/T

Dove b = 2.897 768 5× 10−3mK
La lunghezza d’onda λmax per la quale è massima l’emissione radiattiva è quindi
inversamente proporzionale alla temperatura T alla quale è posto.

Figura 2.2: Legge dello spostamento di Wien

La legge dello spostamento di Wien può essere utilizzata anche per determinare la
temperatura di superficie di una stella conoscendo solo la lunghezza d’onda della
radiazione emessa in maggioranza, ossia il colore con cui la stella ci appare.
Ad esempio, per la stella Sirio la lunghezza d’onda per la quale il valore di irraggia-
mento spettrale è massimo è 240 nm, che corrisponde al colore bianco-azzurro. Di
conseguenza la sua temperatura superficiale sarà

T =
2898 µmK

240 nm
= 12 000K

2.2 Integrali impropri e legge di Stefan-Boltzmann

Come accennato precedentemente nel paragrafo 1.3, è possibile determinare l’a-
rea sottesa alla curva R(λ, T ) tramite il calcolo infinitesimale. Il valore di questa
superficie dimensionalmente è la potenza complessiva, emessa sotto forma di radia-
zioni dal corpo nero a una data temperatura, diviso la superficie di emissione. Per
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2.2. INTEGRALI IMPROPRI E LEGGE DI STEFAN-BOLTZMANN

calcolare il valore di questa superficie è necessario svolgere un integrale improprio,
dato che uno degli estremi di integrazione è +∞.
Inanzi tutto riscriviamo R in funzione della frequenza ν anziche della lunghezza
d’onda λ. ∫ +∞

0

R(λ, T )dλ =

∫ +∞

0

R(ν, T )dν

∫ +∞

0

2πhν3

c2
1

e
hν
kT − 1

dν

Procediamo riarrangiando l’integrale in funzione della variabile adimensionale

t =
hν

kT

in modo che ν → 0 =⇒ t→ 0 e ν → +∞ =⇒ t→ +∞.
Attuando la sostituzione si ha

2πk4T 4

c2h3

∫ +∞

0

t3

et − 1
dt

Abbiamo ottenuto il prodotto tra una costante e un integrale improprio. Questo
integrale è molto difficile da risolvere analiticamente, ma possiamo verificarne il
valore tramite l’integrazione numerica.
Per farlo operiamo un cambio di variabile che riscali il dominio di integrazione da
t ∈ (0;+∞) a s ∈ (0; 1). La sostituzione ad assicurarci questo è

s =
t

t+ 1

Da questa adesso determiniamo sia t sia il differenziale dt:

t =
s

s− 1
dt =

ds

(1− s)2

Da cui, operando il cambio di variabile nell’integrale∫ 1

0

( s
1−s)

3

e
s

1−s − 1

ds

(1− s)2

=

∫ 1

0

s3

(1− s)5(e
s

1−s − 1)
ds

Adesso, con il supporto di un computer, possiamo determinare l’integrale con il me-
todo dei trapezi. Si suddivide l’intervallo di integrazione (0, 1) in 1600 parti uguali
e si calcola l’area dei trapezi di base 1/1600 e altezze date dal valore di f(x) agli
estremi di ogni intervallo.
Vediamo il codice sorgente scritto in C che ci permette di farlo.
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2.2. INTEGRALI IMPROPRI E LEGGE DI STEFAN-BOLTZMANN

Figura 2.3: Rappresentazione grafica del metodo dei trapezi

1 #include <stdio.h>

2 #include <math.h>

3 // funzione matematica da integrare

4 double f(double x){

5 if(x == 0 || x == 1)

6 return 0;

7 return pow(x,3)/( pow(1.-x,5)*(exp(x/(1.-x)) -1.) );

8 }

9 // metodo dei trapezi

10 double integral(double (* function)(double), double a, double b, int n

){

11 double surface = 0.;

12 double step = (b-a)/n;

13 for (int i = 1; i < n; i++) {

14 surface += (* function)(a+i*step);

15 }

16 surface *=step;

17 return surface;

18 }

19 int main() {

20 double surface = integral(f, 0., 1., 1600);

21 printf("%.15lf\n", surface);

22 return 0;

23 }

L’integrazione numerica ci fornisce 6.49393940226683, valore corretto fino alla dodi-
cesima cifra rispetto al valore di π4/15
In conclusione ∫ +∞

0

R(ν, T )dν =
2πk4T 4

c2h3

∫ +∞

0

t3

et − 1
dt =

2π5k4

15c2h3
T 4

Se denotiamo la costante che moltiplica T 4 con σ si ha

I(T ) = σT 4

Questa relazione è nota anche con il nome di Legge di Stefan-Boltzmann.
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Capitolo 3

Einstein e il fotone

3.1 Effetto fotoelettrico

Consideriamo adesso, dopo il corpo nero, un altro esempio in cui materia e ra-
diazione interagiscono: l’effetto fotoelettrico. E’ proprio grazie all’analisi dell’effetto
fotoelettrico che si poté dare una interpretazione fisica ai quanti di Planck.
Il fisico Philip Lenard scopr̀ı già nel 1902 le leggi sperimentali dell’effetto, ma alcuni
dettagli rimanevano inspiegati.

Figura 3.1: Schematizzazione effetto fotoelettrico

La figura 3.1 schematizza un tipico apparato per studiare l’effetto. Una superficie
di metallo, o emettitore, è investita da luce di frequenza ν e, se la frequenza è
sufficietemente elevata, la luce provocherà l’emissione di elettroni dalla superficie.
Stabilendo una differenza di potenziale appropriata tra l’emettitore e il collettore
possiamo misurare una corrente elettrica.
La figura 3.2 riporta la corrente elettrica i in funzione della differenza di potenziale
V applicata. Se V è positiva e abbastanza grande l’intensità di corrente raggiunge un
valore masssimo. In questa situazione il collettore raccoglie tutti gli elettroni emessi
dall’emettitore.
Se riduciamo la differenza di potenziale a un numero negativo misureremo sempre
una corrente fino a che ci sono elettroni che hanno energia cinetica maggiore del
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3.2. PROBLEMATICHE

Figura 3.2: Grafico che riporta dati sperimentali misurati con l’apparecchio di figura
3.1

lavoro svolto dal campo elettrico. Tuttavia se continuiamo a ridurla raggiungiamo
un valore V0, detto potenziale di arresto a cui la corrente elettrica davvero si annulla.
Questa differenza di potenziale moltiplicata per il valore della carica elettronica e ci
da il valore della energia cinetica Kmax dei fotoni emessi con massima energia:

Kmax = eV0

Il potenziale di arresto V0 e quindi anche Kmax sono indipendenti dalla intensità
luminosa incidente sull’emettitore. Nella figura 3.2 per le tre curve l’intensità di
luce era diversa, ma il potenziale di arresto rimane il solito.

Figura 3.3: Andamento del potenziale di arresto in funzione della frequenza

Sperimentalmente possiamo notare che il potenziale di arresto varia in funzione
della frequenza della radiazione incidente. Estrapolando la retta dai dati, in origine
misurati da Millikan nel 1916 per una superficie di sodio, si nota che c’è una precisa
frequenza di soglia ν0. Se la luce ha frequenza inferiore a questo valore l’effetto
fotoelettrico cessa di manifestarsi e non viene emesso alcun elettrone.

3.2 Problematiche

Ci sono tre caratteristiche importanti dell’effetto fotoelettico che non possono essere
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3.3. QUANTIZZAZIONE DELLA LUCE DI EINSTEIN

spiegate nell’ambito della fisica classica ondulatoria della luce.

1. Problema della intensità.

Secondo la teoria di Maxwell quando un onda elettromagnetica colpisce la su-
perficie di un metallo, gli elettroni acquistano energia grazie al lavoro prodotto
dal campo elettrico oscilante dell’onda. Aumentare l’intensità luminosa signi-
fica aumentare l’ampiezza di oscillazione del campo elettrico e quindi anche
il lavoro svolto su ciascun elettrone. Ciò significa che l’energia cinetica degli
elettroni debba aumentare quando la luce diventa più intensa. Ma la figura

3.2 indica che Kmax è indipendente dalla intensità luminosa.

2. Problema della frequenza.

Secondo la teoria classica l’effetto fotoelettrico dovrebbe poter avvenire per
qualsiasi frequenza della luce a patto che essa sia abbastanza intensa da fornire
l’energia necessaria per l’emissione di elettroni. Osservando la figura 3.3

invece notiamo che esiste una frequenza di soglia ν0 al di sotto della quale
l’effetto fotoelettrico non avviene per nessun livello di intensità della luce.

3. Problema del ritardo.

L’energia luminosa nella teoria classica è distribuita in modo uniforme sul
fronte d’onda. Quindi se la luce è abbastanza debole ci dovrebbe essere un
intervallo di tempo misurabile tra il momento in cui la luce colpisce la su-
perficie e quello dell’emissione degli elettroni. Durante questo intervallo gli
elettroni assorbirebbero energia fino a che ne abbiano accumulata abbastanza
per liberarsi. Tuttavia non è mai stato riscontrato alcun intervallo di tempo
misurabile.

3.3 Quantizzazione della luce di Einstein

Nel 1905 Einstein avanzo un ipotesi straordinaria. Suppose che in certe circo-
stanze la luce si comporti come se la sua energia fosse concentrata in granuli,
successivamente definiti fotoni.
Un raggio di luce si comporta quindi come un flusso di particelle. Se nella teoria
ondulatoria l’energia è uniformemente distribuita lungo il fronte d’onda, nell’ipotesi
di Einstein l’energia è concentrate nelle particelle.
Secondo Einstain ogni fotone con una data frequenza ν trasposta un energia pari al
prodotto della costante di Planck e la frequenza:

E = hν

Se applichiamo l’ipotesi del fotone all’effetto fotoelettrico possiamo scrivere

hν = We +K

In cui hν è l’energia del fotone. Questa equazione ci dice che parte dell’energia del
fotone viene assorbita dall’elettrone e impiegata come lavoro di estrazione We e la
restante parte si converte in energia cinetica K dell’elettrone.
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3.3. QUANTIZZAZIONE DELLA LUCE DI EINSTEIN

L’ipotesi di Einstein risolve le tre problematiche sollevate dalla teoria ondulatoria
perché tutto l’effetto si riduce alla singola interazione fotone-elettrone.
Se aumentiamo l’intensità della luce aumentiamo il numero di fotoni e quindi il
numero di elettroni che si separano dal metallo, ossia la corrente. Non varia invece
l’energia cinetica massima degli elettroni. La prima obiezione è cos̀ı risolta.
La seconda obiezione si risolve notando che per essere estratto l’elettrone deve in-
teragire con un fotone con energia hν maggiore del lavoro di estrazione We. Ciò
significa che l’estrazione è possibile solo se la frequenza del fotone vale più di un
certo valore ν0.
Anche il problema del ritardo è una conseguenza della teoria dei fotoni. L’energia
è trasferita dalla luce all’elettrone sotto forma di blocchetto concentrato. Per questo
motivo non si osserva alcun ritardo.
Quando Einstein propose la sua teoria dei fotoni i fenomeni di fotoelettricità non
erano stabiliti sperimentalmente nel modo in cui li abbiamo oggi. Millikan fu il
primo a sottoporre la teoria a rigide sperimentazioni di verifica. Anche se la teoria si
mostrò in armonia con gli esperimenti Millikan rimase poco convinto che le particelle
di luce potessero essere reali. Neppure Planck accettò immediatamente i fotoni. Fu
invece proprio per i suoi studi sull’effetto fotoelettrico che Einstein ricevette il premio
Nobel nel 1921.
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Capitolo 4

Gap in matematica

4.1 Discontinuità

L’energia trasportata dai fotoni, come abbiamo visto, non può assumere tutti i valori
desiderati, ma solo un multiplo di hν. Si può avere l’energia di due fotoni, tre fotoni,
ma non ad esempio di due fotoni e mezzo. E’ evidente che c’è un salto tra le due
quantità. Un comportamento simile esiste anche in matematica e lo possiamo vedere
nei punti di discontinuità.

Figura 4.1: Funzione contentente punti di discontinuià di prima, seconda e terza specie
rispettivamente in x = 3, x = 5 e x = 7

I punti di discontinuità sono di tre specie:

Definizione 4. Un punto x0 si dice punto di discontinuità di prima specie per la fun-
zione f(x), quando per x→ x0, il limite destro e il limite sinistro di f(x) sono entrambi
finiti ma diversi tra loro.

lim
x→x−0

f(x) = l1 6= lim
x→x+0

f(x) = l2

14



4.2. DERIVABILITÀ

Definizione 5. Un punto x0 si dice punto di discontinuità di seconda specie per la
funzione f(x), quando per x→ x0, almeno uno dei due limiti, destro o sinistro, di f(x)
è infinito oppure non esiste.

Definizione 6. Un punto x0 si dice punto di discontinuità di terza specie per la funzione
f(x), quando esiste ed è finito il limite di f(x) per x → x0 e f(x0) è diverso dal valore
del limite.

4.2 Derivabilità

I punti di non derivabilità sono i punti in cui la funzione f(x) è continua ma la
derivata prima f ′(x) ha un punto di non continuità. I punti di non derivabilità sono
di tre tipi.

• Flessi a tangente verticale. Sono i punti x0 in cui il limite per x → x0 di f ′(x) è
±∞. Si tratta di un punto di discontinuità di seconda specie.

• Cuspidi. Sono i punti in cui per x→ x0 il limite destro f ′+(x)→ +∞ e il limite
sinistro f ′−(x) → −∞, o viceversa. Si tratta di un punto di discontinuità di
seconda specie.

• Punti angolosi. Sono i punti in cui il limite della derivata prima f ′(x) per x→ x0
destro e sinistro sono diversi tra loro e almeno uno dei due è finito. Si tratta
quindi di un punto di discontinuità di prima specie se entrambi i limiti sono
finiti, o di seconda specie se solo uno dei due è finito.

Figura 4.2: Esempi di punti di non derivabilità
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